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1 Alogrytm Karpa-Millera-Rosenberga (KMR)

1.1 dr inz. Aleksander Smywinski-Pohl
1.2 konsultacje: pt. 16:30 - 17:30

2 Etykietowanie (numerowanie) ciggu

S = (s1,82, -+ ,8t) - clag ze zbioru o maksymalnie n elementach (¢t < n)
XI[1], X[2],--- X[t] - etykietowanie (numerowanie) ciagu:

1. s =s; © X[i] = X[j], dla 1 <1i,j <t (spéjnos¢ etykietowania),

2. X[i] € [l.n] dla 1 < i <t (2bior etykiet),

3. X[i] jest pozycja (ranga) elementu s; w uporzadkowanej liScie zawierajacej wszystkie, rézne
wartoéci wystepujace w S (etykietowanie uporzgdkowane).

3 k-ekwiwalecja

Moéwimy, ze w tekécie o dlugosci n dwie pozycje sa k-ekwiwalentne, gdy skladowe o dlugosci k
zaczynajace sie¢ na tych pozycjach sa sobie rowne.

Przyktadowe k-ekwiwalentne pozycje:

3.0.1 Pozycje 11i 4 sg 5-ekwiwalentne.
3.0.2 Pozycje 2 i 5 sg 4-ekwiwalentne.
3.0.3 Pozycje 3 i 6 sa 3-ekwiwalentne.

4 Tablica etykiet

k-ekwiwalencje oznacza sie poprzez wprowadzenie etykietowania, ktére przy ustalonym k daje te
same etykiety pozycjom ekwiwalentnym. Wymaga sie, aby to etykietowanie byto uporzadkowane.
Tablice etykiet oznacza sie przez Namey, a sktadowa na pozycji 7 oznaczana jest jako Namey[i].

Wymagam zatem np. zeby Namey[l] = Namey[4].



Nazwa (etykieta) podciagu o dlugodci k jest jego pozycja w tablicy Namey,.

Przyjmujac k = 4 dla powyzszego ciagu mamy:
275274163

dla nastepujacych sktadowych (etykietowanie uporzadkowe wg kolejnosci alfabetycznej): 1. a b a
#2. abbad a###4d babadbabbbba##7. bbab

Uwaga: # dodaje sie na koricu tekstu (przyjmujac, ze w porzadku liter znak ten wystepuje po
wszystkich innych literach), po to by sktadowe na koricu tekstu byly zdefiniowane.

5 Tablica odestan

Poza tablica Name;, definiuje sie rowniez tablice odestan oznaczang Posy, ktéra dla kazdej unikalnej
sktadowej zawiera odestania do przykladowego jej wystapienia w tekscie.

Przyktadowo dla tekstu

1234567829
abbabbaba###

Mamy nastepujace odeslania (przyjeto pierwsze wystapienie w tekscie):

l.aba#—>7
2.abba—1
J.at#t##—>9
4. baba—6
5 babb—3
6.batt#—38
7. bbab—2

6 Slownik podstawowych sktadowych

Tablice Name oraz Pos dla wartosci k bedacych potegami liczby 2 niewiekszymi od dtugosci danego
tekstu w nazywamy stownikiem podstwowych sktadowych i oznaczamy DBF(w) (dictionary
of basic factors).

6.1 Wyszukiwanie w oparciu o DBF

Korzystajac z tablicy Namey, gdzie k to dtugosé wzroca (przyjmijmy w tej chwili, ze k jest potega
dwdjki), tworzymy ciag:
pattern&text

gdzie & to znak spoza alfabetu. Tworzymy tablice Namey, i odczytujemy z niej wartosé¢ Namey[1] =
q. Wzorzec pattern wystepuje na wszystkich pozycjach i w tekscie text, takich ze Namey[i + k +

1] =g¢.



7 Przyktad

Dla wzorca bb oraz tekstu abbabbaba:

123456789 10 11 12
bb&abbabba b a # ##

mamy:
6412652652 5 3

Zatem wzorzec bb, ktéry ma etykiete 6, wystepuje na pozycjach 5 —2 -1 =2 oraz 8 — 3 = 5.

8 sort-rename

Funkcja sort-rename stuzy do wyliczenia uporzadkowanego etykietowania dla ciagu S.
Przyjmujac ciag S:

1,2, @&,1, (2,2), (1,1, (2,3), 1,2

W pierwszym korku dodajemy do elemetu indeks jego wystapienia:

((1,2),1), ((3,1),2), ((2,2),3), ((1,1),4), ((2,3),5), ((1,2),6)

Nastepnie sortujemy leksykograficznie elemety tego ciggu:

1, v, 49, (1, 2, 1, (1, 2), 6, (2, 2), 3), (2, 3), 5, (3, 1, 2)
W kolejnym kroku klastrujemy elementy o tej samej wartoéci pierwszej sktadowej:

(a, 1, 4D, 1, 2>, [1,6D), (2, 2), [3]), (2, 3), [6]), (3, 1), [2])

Ciag S moze sktadaé sie z dowolnych elementéw, ktore da sie uporzadkowadé leksykograficznie. W
pierwszym przebiegu algorytmu KMR sortowane sa litery. W kolejnych przebiegach algorytmu
sortowane sg pary liczb. W Pythonie mozemy dle obu przypadkéw zastosowaé te sama procedure
sorted, dzieki czemu nie trzeba tworzy¢ osobnych wariantow funkcji sort-rename. Dziatanie

algorytmu pokazane jest na przyktadzie par liczb.
Otrzymujemy etykiety:

1. (1, 1), [4]
2. (1, 2), [1,6]
3. (2, 2), [3]
4. (2, 3), [5]
5. (3, 1), [2]

Dla wejsciowego ciggu:

1,2, @,1, (2,2), 1,1), (2,3), 1,2
otrzymujemy tablice Name:

(2, 5, 3, 1, 4, 2)

oraz Pos:

(4, 1, 3, 5, 2)



[28]: def sort_rename(sequence):
last_value = None
last_index = None
cluster_index = 0
name = [None] * len(sequence)
pos = {}
# dodajemy indeks oraz sortujemy elementy
for value, index in sorted([(e,i) for i,e in enumerate(sequence)]):
# klastrujemy elementy

if (last_value and last_value != value):
cluster_index += 1
pos[cluster_index] = index

# uzupeiniamy tablice nazw
name[index] = cluster_index
if last_value is None:
pos[0] = index
last_value, last_index = value, index
return (name, pos)

[29]: sort_rename([(1,2), (3,1), (2,2), (1,1), (2,3), (1,2)1)
[29]: ([1, 4, 2, 0, 3, 1], {0: 3, 1: 0, 2: 2, 3: 4, 4: 1})

Korzystamy tutaj z procedury sorted, ktéra ma ztozonosé O(n=log(n)), poniewaz jednak wartosci
sa ograniczone od géry, mozna zastosowaé sortowanie przez zliczanie, co daje ztozonosé O(n), gdzie
n to dtugosé ciagu (jest mniejsza lub réwna liczbie réznych elementéw ciagu).

[37]: from random import randint

size = 10
max_value = 5
a = [randint(0,max_value-1) for i in range(size)]
print(a)
count = [0 for i in range(max_value)]
for i in a:
count[i] += 1
print (count)
total = 0
for v in range(max_value):
count [v], total = total, count[v] + total
print (count)
indices = []
for i in a:
indices.append(count [i])
count[i] += 1



print(indices)

result = [0 for i in range(size)]

for i in range(len(a)):
result[indices[i]] = alil

print (result)

[0, 3, 2, 3, 3, 3, 0, 0, 1, 1]
[3, 2, 1, 4, 0]

[0, 3, 5, 6, 10]

o, 6, 5, 7, 8, 9, 1, 2, 3, 4]
(o, o, 0, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 3]

9 Algorytm KMR

Dzialanie algorytmu opiera sie na prostym fakcie:
Namesy, = sort — rename(composite — namey,)
Gdzie, composite — namey, definiowany jest jako:
composite — namey[i] = (Nameg[i], Nameg[i + k])

[38] :  import math

def kmr(text):
original_length = len(text)
factor = math.floor(math.log2(len(text)))
max_lenght = 2 ** factor
padding_lenght = 2 *x (factor + 1) - 1 - original_length
text += "z" * padding_lenght

name, pos = sort_rename(list(text))

names = {1: name}

entries = {1: pos}

for i in range(l, factor):
power = 2 *x (i - 1)
new_sequence = []
for j in range(len(text)):

if (j+power < len(names[power])):
new_sequence.append ( (names [power] [j], names[power] [j+power]))

name, pos = sort_rename(new_sequence)
names [power * 2] = name
entries[power * 2] = pos

return (names, entries)

[39]: text = "abaabbaa"
names, entries = kmr(text)



print("names:")
for k,v in names.items():
print(k, [e+l for e in v[:len(text)]])

print ("\npositions:")

for k,v in entries.items():
print(k, [v[el+l for e in range(len(v)-1)])
strings = [text[v[e]:v[e]l+k] for e in range(len(v) -1)]
print(" ", [ s + "z" % (k-len(s)) for s in strings] )

names:
101, 2,1,1,2, 2,1, 1]
2 [2, 4,1, 2,5, 4, 1, 3]
4 [3, 6,1, 4,8, 7, 2, 5]
positions:
101, 2]

['a', 'b']

2 [3, 1, 8, 2, 5]
['aa', 'ab', 'az', 'ba', 'bb']
4 [3, 7,1, 4, 8, 2, 6, 5]
['aabb', 'aazz', 'abaa', 'abba', 'azzz', 'baab', 'baaz', 'bbaa'l

10 Zlozonosé¢ obliczeniowa KMR

Jesli skorzystamy z sortowania przez zliczanie to otrzymamy zlozonosé O(n x log(n)).
10.1 Co z skladowymi o dtugosciach nie bedacych potega 27
Namegyli] = Namey|j] <= (Namei[i] = Namei[j] A Namei[i + q — t] = Namei[j +q — t])

gdzie:

t=max{r:r=2"Ar < q}

11 Zastosowanie

1. poszukiwanie najdtuzszej sktadowej wystepujacej co najmniej 2 razy w tekscie
2. poszukiwanie najdtuzszej skladowej wystepujacej co najmniej k-razy w tekscie

11.1 Ad. 1,2

Liniowo przegladamy tablice Name i zliczamy wystapienia elementéw (mozna to zrobi¢ w ramach
procedury klastrowania).



11.2 Ad. 2

Jesli £ > 2 to procedura wyglada w ten sposéb, ze dla ustalonego k szukamy ciagu o dlugosci
r, ktory spelnia ten warunek (w ciagu o dlugosci n tanicuch ten moze mie¢ maksymalnie dlugosé
n —k +1). Wartoé¢ r poszukujemy korzystajac z wyszukiwania binarnego: 1 < r < n —k + 1,
korzystajac z faktu, ze jesli r1 < ro i dla ro istnieje taki ciag, to dla ry tez istnieje taki ciag.

Te same wyniki mozna uzyskaé¢ korzystajac z drzewa sufikséw, ale algorytm sortowania sktadowych

jest znacznie prostszy.

12 Tablice sufiksow

[22]: def regular_pairs(n):
floor = math.floor(math.log2(n))
pairs = [(0, n - 1)]
factor = 2 ** floor
while(pairs[-1][1] - pairs[-1][0] > 1):
value = 0
good_pairs = []
while(value < n-1):
good_pairs.append(value)
value += factor
good_pairs.append(n-1)
pairs.append(tuple(good_pairs))
factor /= 2
factor = int(factor)
return pairs

[26]: print(regular_pairs(50))

[(0, 49), (0, 32, 49), (0, 16, 32, 48, 49), (0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 49), (0,
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 49), (0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,
16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 49), (0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47, 48, 49)]
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